Böhm's Theorem for Berarducci Trees1
		1This paper was made possible thanks to the hospitality ETL offered in the March 1999 to both Mariangiola Dezani and Paula Severi.  by Dezani-Ciancaglini, Mariangiola et al.
  
 			


  
 	
	 
 	

 
		

	 
	

	 

  


	
  	
 	    
	



    
	
 
!" 	#$	
$

	
  %& '  	
	   (&) *	  +
& ,, -  %
	
 +
!." #$$+


 	 
	 !
/	 0)

+
.. 
	
 1) )1 2 3	
!." 4	#$
$4

   	
     
 
 

 
     
  
  

 	

  	

           
 
         

    

      
 
              
               
   
      

     

      !    
 "   

       #    

  
       
    
 
  

   

       
 
           $  

 	
  	 	   	   	
	  	 
 
  
 	   	 	
!

 	
  

 

  Open access under CC BY-NC-ND license. 
	
    
   
      
    %&
 '
    $   

  

(  


 
  
   
 

 
 ') #
  

  
        
              * 

        

   

   '     
 
  
   
 
  +,-. +,/. +0. # 

 	 
  
      

   



  


       !  +1. #   
  
	 
 % 
 

 )      "
 +(0. 
  

  	 
 % 
 
 
     )    
    
    +/.
       
   
 
 '       
  
   
 
 *
          

 2
      
   
 
$  
    
 
#    

        
    
  
     

    
  
      
    
$     

  %  '
 +(3.) #    
     
       
 %'


   4)     5 '
   %)%)
  
4








 
 &     %)%)  
    
     
$  
  
 
*
      %)%) 



    
        

  
   #  
          
   
 %  
     
  
)   

  

          
     
  *       
         
   
    
 
  

      *

   

    
  

      %
(
	
    
      )    6  


    
      

 	 5     
 

  7
%)            
%)  	  +,-.         '
%)    +,-.            '
%)           
 

 8
2        
       

   


   '
        

           
 
9
          
 7      
      
              

 
	 
  +/. #  
  +,.  
 
  $ 

  
     
   
 	 +/.     %)   
    
    
      ' 8


 
 
 

     7
%)   


   %) : 
%)   


    %) :

 %)
%)   






  

      %) :
4
 %

)





 %

)





%)  %'
    )  %) : 
   	 	7  
   *
  

         %
   
 +,-.)
 	 	
& 

     
   	 
	 +(,.        *
   7
	+ .  8 	+ .   	 	+ .  
;        '     
      '       	+ .  	+ .
0
	
    
   
         

    *
 
 
 *
 +(1.7
 	  		 
  8  %) :  %) 	 	+ .  8 	+ . 
 	 	+ .  
   
   
    
 %	+ .) :  %	+ %).)
 
 

   * 
     

 

 '   
 
$7
      
         
   * 
  
 

     
   
7
	+ .   	  %	+ .) :  	  %	+ %).) :  	
	  %	+ %).) :  	  %	+ .) :  	 	+ .  
;     7 
 *
   

   *
 5 '
   $    
' 	+ .   	+<<.    	+<<<.     
 < 
 %)%)   <<  <<<    
   
4









4
4
















 !"
#    

   ' 8

   
 

 8
   
 

    7
 	  		 
  8  	 
 %) :  %)

  	" 

	+ .  

	 	+ .  


 		 	+ .  8



 

   
    8

#   

$
 =>  

         !  * 5
 =
 >    *   
 


1
	
    
% &
;

 *  +1.% (,3) =    !   
  
    !? >  !?    
  
     ' 	+ .   	+ . : 
 	+ . :   
     
   
    '  

  '  * +1.%@ ,A0)
# +(3.  
  !?     

 
     !  
  '   


' 	+ .  

 
7
	+ .    
  	 	+ .    
 
  *     
    !  *
   
    !  
  
'  
     +,0. B 
 ;
 
   !  *   
  
   
 !  
  '   

 ' 	+ .  



7
	+ .   
  	 	+ .   
 
 
  +(3.  +,0.     

7
 
 

 

    !  
 
%
 ) '     
     

  %
 
 )
 

      !  C
#
D

 +,,.     
 

   
 E    	 " %   @ -1  +1.)
  
  E 7
 E    E  
	

     

   
 
 
$ F
$? 


 +((.   " &
       
    
 
%
 )      '   
  
 

    

 
    
        
       
     
      
 


      
    B
?  +(A. 
  

     
  
 
 

 
        
  
 ' 

      
   
3
	
    

 

  
          
 
          !  *  


      +G.
# "    
 *
 
  $  
   
     



    +(0. +H. +,(. 2  
 

  
# +(0. @     
 
 

  
 

 5 B
?   
 
 

  
		     
 
 

     

    
     
  
   #      
 
   *    !  *
I     
   +H.   = >
  
 

        	
	"    %  (	    

 )     	    
       
 *
  
*     !  *
CJ +,(.      
 
 '    
 

    +,A. 


      
 

 % 


  


 
)       
   


      
 
 

  

%)
 



     
         
 *

   *        
 
 		
    
 

 8   ' 8

   
 ' 8


 8


        
    8  8

 5    '    
   

 !"(
  
   
   
 	 %)   8   
      
-
	
    
 7
 7:

   
    
%)   8

 
       7
 7:

     
    
%)   ' 8


 8

     7
 7:

     
    
%)  ' 8

 8    
     
7
 7:

        
    8
%)  ' 8

 8

 
      
7
 7:

        
    8


%)   ' 8


 8

     7
 7:

        
    8



 

     
 7

 :

  :

 K :


K

:

 < :

KK <

:

K

K

    
  

 
      8


 
             8 %
         )   8


  8 '        

   
     
    8


   
 
          8


2   '  8


  
  
  8



    
 

     
      %     )   
I  $     
        
    % +-.) &

      8


   
 % +3,-,1.)    
 % '

 +(.)     8

 5    

   

 
'           
  *

          8

 8 
/
	
    
 8


 8


     8

 8


   

 
   
5

        
  8


8


      
  8  8



 

  

    
   
   	
 % 

    )  
 ) 	
     
    

   

 	  8

  '    8 &  

   8

 

 	 




	 







	 %

 ) %

 )




	 %

)%

)
    
   8     
  +1. %C 0,,)
 	  

 

  
  8


%)   
 

        

 


%)   



  L' 
  


%)   



  L'   
  


 	  8

 8
%)      


  
 
 

  8

   
7
%) 

+.
%) & (     8

   %) 
@    
 

 8


   
  +,-,G.
 
        C ,,   
   +/.

 	  8

 8  

  
  8



" 	 	
 	 #
 #
 
 	
 	
 
	 	 
 	 $  %&
  	  %&!
G
	
    
%) &   8

 

      

  


  
%) &   8

 

  &      

 

 
     8

8


    
 


5 '
 <  <

 

   8       



 	  8

 8


%)      
 

  
 


  8


     

       

%)
%)


       

%)
%) 


 
   8

 8



%) & (     8

   %)  %)   
     8

 8


   


 

    
        
  5        <

 <


   ' + .<     

7
<

<

%<

)<

<

<

<

<

%<


)<


<

<
;  '    <    <  
 	          

 8



  8

 8

7
%) %

  

)



  

%) %

  

)

  

 


    



   8

%  A)
 
    
      C
 ,,
 	  8

 8  

  
  8


%) &   8

 

 	   

  


  

'
H
	
    
%) &   8

 

     

 

   


  

'
2         

  
    
   
     


 
 
        
$ 
 	 &   8

 

  	    

 
 

   8

8


      
 


      
    '  8


  


 	 *    8

 	   


 
	" 
    
  
		& +

 	

 

 	 
  
          



  
  
      	    


5 '
 %)  %%)<)       

 
 
     


&         8

   
  



  
 	 

       8

   
  


@    8


 
      

     

      

 
     


  	 ,
   8


     

 
(     8


   


      
 


!	   C (,%)   
       
   ' 7
%

   

 

  

)

   
	
          8


 


    



 


    
 
	
 8





   A
#               
  


,A
	
    
#        

   


	
   
	
  :
 +




    
 



.  

: 

+




    
 



.  ,     

    '   
   


   
  8


           

   
 
 




   


	
   
	
  :    




   


	
   
	
  : 

 
 
   

   * 

  
 	  8

 8

     
 

 

 
  
  8


    
7
      

%)
 


 
   8


2          

  
      

    
 %)
" 	 -       	  


  

 8

  

 8



  

 8




  

 8



 ./ 
   

 

   ;
9  %F 003  +1.)    
 


 8



 8

 L  
  '
 

  	 %)  	 

   	 

 8

+
%)  	 

   	 

 8

+






























!	      

    

 
 6 


   


,,
	
    
@  	+%). 

	+ .  	+%). 

  
      

   
 	+ .
   

& 

   	+ .     
  

  8

     ;  
  

   
 	

+%



). @     %  
  
)   

     %



)   
     

  
	+%).




	

+%



).


	+ .


	

+

.

& 

        %)  
   
       7
	+%).




	+%

).


	+ . 	+ .

5

  

     

7
	+%).




	+%

).


+ .


	+

.

 	      (    	&& 
8

 0 

 		" /
!	       
    
  8

 

   
 B  

      

      *        '   

  8

  
          
' 
  	 %)  	 

 /  8


%)  	 

 /  8


!	       
       
     
 ; %)  %) 

   
L   

 8 % +1.  0(G)  

 8

%
+,-,/.) 
 
,(
	
    
 	 %)  	 

 /  8


%)  	 

 /  8


!	  ;
9  +1.     $   
 
 

 

  L   

 


  %

 

)

 L    
 
 
   

 

   

 

 
#$ 	  ' 

 8

   
 %) 
%)   

     L  


#   

  
$ %%<<))  8

  ' 



  
   L   %%<<))  
  <  %<<)    6

         
 %)  %) 
 $      
  L    


 '
7 %%
))
 
    
  %

)  
%

)    
  
    6  

 
 
	 

  

#    

   
 *
    
' 

 8


 *
       

 
     !  * +1.    ! 
@ 
 7 & 

     ,?  (?  
     #       '        M
             '      

 7

   : 



 ,   :  

4







	
	
	
 ,   : 



4







	
	
	
 (   : 


 

           % )    7
%) :  




:  

4







	
	
	

: 4  %) : 

  	

	 %'& 
	   

		( 	 	 	
	 	 	
 #
%)&!
,0
	
    
$  C ,A1-  +1.  

      
  
     
$       


       
 
  

  
      
 	 &    
    
 

 % ) : %

) 


     % ) : % )
 

      
  8     <
<<
B 
  

    
	
 

	
%) : <  

 
 
   


	
    
   



	
%) :



<<   : 
< 
  	 -   8        

 	   
 
	
 


	

  1(      


 &      


!	 #          

    

 


   I   
       

   

  
  ; 

: <


   


 

: <<


   


 
        

 
 	  		 
  8  	 
	+ .  8

	+ .  

	 	+ .  

	  %) :  %)
!	    
    8    %) :  %)
  '      
   %)   %) C 
 

        %)   %)    
  

7

#  %) :    %) :  
   


	


#  %) :    %) :   
 
   


	


# 

   
   
	

     
    

   ' 	+ .   
             	+

.  


	+

.  

   
% &'  : 

#  %)   %)   
    	+ . : + .  ' 
       
   7
,1
	
    
   %) :    %) :   

: <<  

: <N
   %) :    %) :  %  )  

: <<  




 

%  )N
   %)    
   %) :  %  )  

 




: <  

%  )N
   %)    
   %) :  %  )  

 




 

%  )

#  %) :
4
 %

)





 %

)





  %) :

 %

)
%  )
   	+ . : %+ .<)
      %)  

  

      


 ; 


        

  0(
  	+

. : %%





)<)

%


<)

< 
 	+

. :
%%

)

<)  
    

 


()& '  :   

@  %) :
4
 %

)





 %

)






 %) :
4
 %

)





 %

)






#  : ,         ' 	

+ . 
 

 

       	+ . : 	

++ ..
&        


      
 

 2 

 	+

. : 	

+

. : 	

+%





). 

	

+


.
@

    	+

. : 	

+%





). 

	

+


. ; 
 	+ .        
#      : (       
 ' 	

+ .   

 

     
 	+ . : 	

++ ..          
     & 

      


 


       

 @   


 	+

. : 	

+

. : 	

+%





). 

	

+


.  

 
  	+

. : 	

+%





). 

	

+


. ;   	+ .
       

@  %) :

 %

)
  %) :

 %

)
   : ,
 	

+ .   '     


 

    	+ . : 	

++ .%).   
	+

. : 	

+%

)

%). 

	

+


.  

   
	+

. : 	

+%

)

%). 

	

+


. ;   	+ . 
       
,3
	
    
4











4
4















4
4














 

4
4















4





4





4









 















   
  

 

    
9
     
  8       
 
           
  ' 	

+ .   
  	

+ .     '
	+ . : %



	

+ .)%

)    %

)

 


    

     
        	+ . :
%



	

+ .)%

)    %

) 


	

+

. % 	

+ . 
)  


 	+ . 


	

+

.    	

+ .  
 
      	+ .  

 	+ .  

    
 	           '

   5 ,
%)   : <  : <<   :       
 '    '     
%) #  : <  : <   :      	+ . : %+ .)<
    
%) 5  : <  : <   : (    	+ . : %+ .)%<<)< 
  '
%)   : <

  : <

   : (  ,   ' 
      @ (  	+ . : + .<
%) #    : %<%<))<  : %<%<))<   : ,  (  (  ( 
 '  	+ . : %%%%+ .))))%<<)<
 
        
 I 
  
   '       

       
    
 

   
 
   !   
  
* 
  % @ ,A1  +1.)   +(0. +,(. +,,. 


     # 

    *
  
      
    #
    
      
  
,-
	
    
       
  
 
    <
 <<
  		
  
  
 

	 
 

  


#    

     '

   
     %)      8   
   %

) * 
       ' 8


  
+,-,G. #        
   
   


    

          
       % <

 5 ,)    
%
 ) 
      8


 
 L    * 
     




7
*+ 	 2%3  		    ( 	+ .  8


 	 
 %	+ .) :  %	+ %).)
   
 6    
      
   *        * 

  	+ . # 

 
   

    
*
  8



 
 *
  8


 5
 
$ 
 
  

    ,0   * 
8


  8
             '
8

  
       
 
 
   8



   *
  8



 
 *
  8



I      %
 ) 
  
 8


       L  
  8


       
     
       
    L
 8



% !&	" &   8


#      
      
     '    
   @
  

 
 
C       
   

   $     #       

 
 
    +,3. 5 '
 <


   
  %%%   ))) #      <




%%%   )))
    <


<




%%%%   )))<




%%%%   )))%%%   )) 
,/
	
    
 
    
   
  E   I 
   
    
   
 
     
    

 J 
  
      
      '      & 
         
   
*  

  
   
# 
               % 
 ,0)                 
'    ' 
7

%)  ,   :   

%)  ,   :   
@

  '      

  

7

%) : 

%) : 
#     8


  C 0,    
 
 	

            8


 

    

  !%
  )   
   8


 A     

  (

 "   
     
     
   8


  
  
 	 +,3,G. & 1       
 


 
      
     
    

    





     #  	"
 % 	" &)      
 
   % )     
 
 

      #  &	"  % &	"
&)    $
       
 
   
%   )  *  !

          ' 
   
   
 
 

   
 

  * 








    $
   



  

 
  #  A       !%


 

)  #  


  










    
     $
  



!

:
,G
	
    

      
   *
  
 
 	

<



<


 

    
   
 
  %%%   )
)
)


%<<)

<

<

    $
    
 
       '  
 

 %  
%)  %% 


%%%) 

%% 


%%%) 

  
  $
 

$
     L7 ,%%)$)  
   
    ,%)  ,%$)  ?
    ; ,    '  
, 
 %%))%%))

<

 %%

  ,%%%)$))


&

      8


7    8


 
 
   
   8



 	 

   
 

  

     


% ./ 
 &	" &   8


 

  L  
    8



 
 
    L     8


  	 %)  	 

   	 


%)      (    	&&  8



%)  	 

 /
!	
%) @
        (,1 & 
             


  

  
 
    7  
	+%).




	

+%



).




	

+%



).


	

+%



).


	+ .


	

+

.


	

+

. 	

+

.
I              
  '   
 #  
      
     
       

2             
 
         
,H
	
    
%) &   (,3
%) I     L   8


  +,-,/.
          
% (,-)

 	  	 

 /  8


+


 











 

!	 @
      (,/   ;
9 
  1- 
*+ 	 4"   8


   	 

!	 I    
      
            ;  
   

 $ 
    

   
 

   
    
   
 7 
  
         
  

            
 J* 

   L 
 
%   	  	 	
   

    

       5 


 '           8   
8


       * 
   

        *
  8



 

*
  8



 	  %()&&   %)      8


 
   

7
%)   


   %) : 
%)   


   %) : 
%)   


   %) :

 % )
%)   


          


 %) :
4
 % )




 %)





(A
	
    
%)  


     
$   

  %) :

 % )
%)  


     
$   

  %) :

 % )
%)  %'
       

)  %) :

5 '
 %<

)

%%%   
)
))   

  7


4
4














*+ 	    
  1 	 
 
    
8


 & "  %)     
 
!	               
8


  (,(    
 
  C 1H  

%) 
*+ 	  		    8


 ( 	+ .  8


 	
  %	+ %).) :  %	+.)
!	 5 	+.     
    
    1G  
   *
   
 
     
   %)    	+ %).
 
      

  %   
 )7
	+.

 



	+ %).



 %	+.)  %	+ %).)

5

        *
  8



 

 *
  8



(,
	
    
 	  		 
   8


  %) :  % ) 	
	+ .  8


 	+.  


	 	+ .  




 


   
   8


     



!	  
     8


 @  %) :  % )  	+ .  
'  8


 J   

  7
 %	+.) :  %	+ %).)
:  %	+ % ).)
:  %	+ .)
@ 	+.  


   %	+.) :  ; 
  %	+ .) :  &
    	+ .  


  
      

*
 
@
       
   8  	+ .  8


     00 7
 	  		 
  8  %) :  %) 	
	+ .  8

 	+ .  

	 	+ .  


! "	

#     *
 
    
 

 #

    *
      
 # 
   *
      
       ' ;  $    
              
    
  & ' 
 *
 


 *
   
     *
 

 
 *
         



     '   '  I  
  '   
    '    
  ' 8

   
 

     
    *
   
    

 *
       *
   

  
		"  +(A.   ' 
 

   

  
     ' 
 

 5 '
 %<)
 %<)            


 '  8

  
  
$   

  

   
  

   8

 

 *

((
	
    
# +(0. @    

    



      "   &  
     
   

    M
O  

  +(0.        


   $          #   

 

     @   
 


      +(0.7
=

  
    
  
      '    >
 $    
  
      
            
  
     

  
      *
    F
$@P
 
 +,H.
#$	
!" # $%  &'( ) *  

  
 +  
	
$ 	 
$ ,-. /-01.23 004
!." 5 6 $  7') & 
	 	 ). &
8
 7 & 009
!4"   6 :+'&  ';  < =  
 >
-(**%!5  6/ 	   7  21.0 & ? ( )
009
!@" ( 7 
 / )   +	8 	 	 A
'(
7 & $
  
 09@
!-" 6  =   ' 
 
 /
$ 
$
$ @. /.0014- 004
!2" ;   ) 6 9
  &#)> )
 A
 A 2, &#)>
7
 #
 002
!3" $  >B
 '  '  > 0
 	 )
6-
			
   7  4401433 :%% A C% 002
!9" D  )'  

  
 	
$ 	 
$
,9 /-1.3 00@
!0" D   & ) = 
   

  

' 	
$ 	 
$ .2 /941,. 002
!," 6 :+'& 8 E)  $ 7 $ B
  

 ' :% 3$ 
$ .3- /4321@0 
  009
!" 6 :+'&  >
  6 <
'F GE 
 
G 
 > 5  6-
   7  1.4  #
B *	
009
(0
	
    
!." 6 :+'& ; =  7 8++ :
  
/ 
 
 	
$ 	 
$ -,. /-4192 000
!4" 6 ( $ 

 
+
  
 H
     

  3$ 0
	
	 %/$ 
$ 6,7 .4 /42143, 03-I32
!@"  ;  ; 5

 $ 

      
 ;	

 !: 2./...1.-0 003
!-" 5 J ;  J 5 #  ';  < =B
 
 

 
 
 
 	
$ 	 
$ 0 /9149 00-
!2" 5 J ;  J 5 #  ';  < >B
 
 /
$ 
$ $ 3- /041.- 003
!3" 5 J <  *
  ';  < 6 
  

3$ '	$ 0
 -
	 $
 /4-  000 
 
	

	
!9" 5 J  ';  < >B
 
 =   
 
 %  
 
  ;  J :
   
 
	 .,,,
!0" D ) #
'

   '/ 
 	
 :		$ - :$ 0
 .@. /-4199 094
!.," 5 6  

   
 ' /
$ 
$ $
@/1.. 033
!." ;'( 6 0)  
 
 
	 	 7: 

6>= 029
!.." D 7
% )&      /
$ 
$
$ -/..41.-2 033
!.4" : # = +       	
$ 	

$  /.,1-4 00@
!.@" ';  < G 
 
  
   
> 
	 '4 		
	 <
1/
 
	 '	
	 	 0
 -
	
<
1/
  .4,1.@-  #
B # 003
!.-" & 7 
 = 
 
 

  



  #

E 

'  
 ' :% 3$ 
$
-4 /@991-. 032
(1
